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Quantum Matematiği İçeriği

• Trigonometri

• Compleks sayı sistemi

• Vektör

• Matris

• Özdeğerler ve Özvektörler



Trigonometric Identities 
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Complexs Numbers
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Rectangular Coordinate System

İki boyutlu koordinat sisteminde iki eksen x ve
y olarak etiketlenmiştir. Karmaşık değişken
teorisinde, x eksenine gerçek eksen, y eksenine
ise sanal eksen adı verilir. Sanal bir sayı
aşağıdaki tanıma dayanmaktadır.

1i  

Complex Planex iy z

Real Axis

Imaginary Axis

( , )x y



z

r

𝜋 = 3.14159265 𝑟𝑎𝑑
𝜋 = 180 derece



Complex numbers
• Complex numbers provide a compact way of describing 

amplitude and phase (and the operations that affect 
them, such as filtering)
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Conversion Between Forms

cosx r 

siny r 

Polar to Rectangular:

Rectangular to Polar:

2 2r x y 

1ang( ) tan
y

x
  z
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Euler’s Formula

cos sin (cos sin )r ir r i      z

ire z

ire r 

Common Engineering Notation:

cos sinie i   
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Example. Convert the following complex number 
to polar form:

4 3i z

2 2 2 2(4) (3) 5r x y    

1 3
tan 36.87 0.6435 rad

4
   

5 36.87   or z

0.64355 iez
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Example. Convert the following complex number 
to polar form:

4 3i  z

2 2 2 2( 4) (3) 5r x y     

1 13 3
tan 180 tan

4 4

180 36.87 143.13 2.498 rad

   
   

 

   

2.4985 iez
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Example. Convert the following complex number 
to rectangular form:

24 iez

4cos2 1.6646x   

4sin 2 3.6372y  

1.6646 3.6372i  z
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Example. Convert the following complex number to 
rectangular form:

10 iez

10cos( 1) 5.4030x   

10sin( 1) 8.4147y    

5.4030 8.4147i z
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Addition of Two Complex Numbers

1 1x iy 1z

2 2x iy 2z

1 1 2 2

1 2 1 2( )

x iy x iy

x x i y y



   

   

sum 1 2z z + z

A geometric interpretation of addition is 

shown on the next slide.
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Subtraction of Two Complex Numbers

1 1x iy 1z

2 2x iy 2z

A geometric interpretation of subtraction

is shown on the next slide.

1 1 2 2

1 2 1 2

( )

( )

x iy x iy

x x i y y



   

   

diff 1 2z z - z
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Example. Determine the sum of the following 
complex numbers:

5 3i 1z

2 7i 2z

5 3 2 7

7 4

i i

i

 

   

 

sum 1 2z z z
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Example. For the numbers that follow, 
determine zdiff = z1-z2.

5 3i 1z

2 7i 2z

5 3 (2 7)

3 10

i i

i



   

 

diff 1 2z z - z
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Multiplication in Polar Form

1

1

ire 
1z

2

2

ir e 
2z

  1 2

1 2

1 2

( )

1 2

i i

i

re r e

r r e

 

 





prod 1 2z = z z
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Division in Polar Form
1

1

ire 
1z

2

2

ir e 
2z

 
 

1

2

1 2

1

2

( )1

2

i

i

i

re

r e

r
e

r





 





1
div

2

z
z =

z
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Complex Conjugate
Start with

ix iy re   z

The complex conjugate is

ix iy re   z

2 2 2

The product of  and  is

( )( )

z z

x y r  z z
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Example. Determine the product of the following 
2 complex numbers:

28 ie1z
0.75 ie2z

  2 0.7 1.38 5 40i i ie e e 3 1 2z = z z

40(cos1.3 sin1.3)

40(0.2675 0.9636)

10.70 38.54

i

i

i

 

 

 

3z



Complex Exponentiation

• Powers of i are complex units:

• Note:

ei/2 = i

ei = 1

e3 i /2 =  i

e2 i = e0 = 1

 sincos iθi e

Z1=2 e^i

Z12 = (2 e i)^2 = 2^2 (e i)^2 = 4 (e i )^2 = 4 e^2i



Exponential Function
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Laws of Exponents

• Let a and b be positive numbers and let x and y be 
real numbers. Then,

1.

2.

3.

4.

5.

x y x yb b b  

x
x y

y

b
b

b



 
y

x xyb b

 
x x xab a b

x x

x

a a

b b

 
 

 
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3

1

Examples
• Sketch the graph of the exponential function  f(x) = ex. 

Solution

• Sketching the graph:

x

y

– 3 – 1 1 3

f(x) = ex
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3

1

Examples
• Sketch the graph of the exponential function  f(x) = e–x. 

Solution

• Sketching the graph:

x

y

– 3 – 1 1 3

f(x) = e–x



Logarithmic Functions
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1

x

y

1

y = ex

y = ln x

y = x



Logarithms
• Exponential equations of the form

y = bx (b > 0, b ≠ 1)

• The logarithm of x to the base b, and is denoted logbx.

• Logarithm of x to the base b

y = logbx if and only if  x = by (x > 0)

log x= log10 x Common logarithm

ln x = loge x Natural logarithm

y= logb x ise     x = by



Laws of Logarithms

• If m and n are positive numbers, then

Log1=0, Log 2 ≈ 0.3, Log 3 ≈ 0.5, Log 5 ≈ 0.7, Log 7 ≈ 0.8, Log10=1

log log logb b bmn m n 

log log logb b b

m
m n

n
 

log logn

b bm n m

log 1 0b 

log 1b b 



Examples
• Given that log 2 ≈ 0.3010, log 3 ≈ 0.4771, and log 5 ≈ 

0.6990, use the laws of logarithms to find

log15 log3 5

log3 log5

0.4771 0.6990

1.1761

 

 

 





“Vectors”



Vektörel Büyüklükler
• Kütle, sıcaklık, elektrik yükü, alan, hacim gibi sadece pozitif ve 

negatif sayılarla ifade edilen büyüklüklere skaler (scalar) 
büyüklükler denir.

• Sadece bir gerçel sayı ile ifade edilemeyip, buna ek olarak doğrultu, 
yön ve hatta konumlarının da bilinmesi şartı ile belirtilebilir 
büyüklüklere vektörel büyüklükler denir (kuvvet, hız, ivme, 
moment, yer değiştirme,...gibi).

• Vektör: Vektörel büyüklükler vektör adı verilen yönlü doğru 
parçaları ile gösterilirler. Vektör, belirli bir uzunluğa, belirli bir 
doğrultuya ve belirli bir yöne sahip bulunan bir doğru parçasıdır.



Vector
• A vector is a column of numbers (any numbers, even complex). The amount of numbers is referred to 

as the dimension of the vector.



Properties of vector addition and scalar 
multiplication





• The magnitude of C, which is AB sinθ is equal to the area of the parallelogram formed by A and B.

• The direction of C is perpendicular to the plane formed by A and B

• The best way to determine this direction is to use the right-hand rule

Vector Product



• The derivative of the cross product with respect to 
some variable, such as t, obeys the “chain rule” of 
calculus:

Note! It is important to preserve the multiplicative 

order of A and B

 
d d d

dt dt dt
    

A B
A B B A

Vector Product Derivative Properties



ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

     

    

    

    

i i j j k k

i j j i k

j k k j i

k i i k j

Vector Products of Unit Vectors

Contrast with scalar products of unit vectors

Signs are interchangeable in cross products

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

     

     

i i j j k k

i j i k j k

1

0

 -   A B A B   jiji ˆˆˆˆ 



• The cross product can be expressed as

• Expanding the determinants gives

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆy z x yx z

x y z

y z x yx z

x y z

A A A AA A
A A A

B B B BB B
B B B

    

i j k

A B i j k

     ˆ ˆ ˆ
y z z y x z z x x y y xA B A B A B A B A B A B      A B i j k

Vector Products Using Determinants



• Given

• Find

• Result is  

ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ; 2    A i j B i j

A B

ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) 2 2 3 ( ) 3 2

ˆ ˆ ˆ0 4 3 0 7

     

         

    

A B i j i j

i i i j j i j j

k k k

Example







Birim Vektör

• Vektör: Sonlu sayılar dizisidir.

• 𝑉 =

𝑎1
𝑎2

⋮
𝑎𝑛

, bu bir vektördür, 𝑎1, 𝑎2, ... , 𝑎𝑛 değişkenleri bu vektörün bileşenleridir. n-boyutlu bir 

vektördür. 

• Bir vektör birim vektörler cinsinden ifade edilebilir. 𝑉 = 𝑉x Ƹ𝑖 + 𝑉𝑦 Ƹ𝑗 +𝑉𝑧
෠𝑘 ; Burada Ƹ𝑖 : x yönündeki birim 

vektör, Ƹ𝑗 : y yönündeki birim vektör, ෠𝑘 : z yönündeki birim vektördür.

• Bir vektör uygun baz vektörleri üzerinden genişletilebilir. Baz vektörleri birim vektörlerdir. Herbir 
bileşeni uygun bir birim vektörü ile çarpılıp toplanırsa vektörün tamamı elde edilir. 

• Birim vektörler, Kartezyen koordinat sisteminin eksenlerini ifade etmek için de kullanılabilir. Örneğin, 
üç boyutlu x,y,z eksenlerinde eş yönlü birim vektörün Kartezyen koordinat sistemi;

• Ƹ𝑖 =
1
0
0

, Ƹ𝑗 =
0
1
0

, ෠𝑘 =
0
0
1

;      𝑉 = 𝑉x Ƹ𝑖 + 𝑉𝑦 Ƹ𝑗 +𝑉𝑧
෠𝑘



Baz Vektörler

Skaler çarpım:

• 𝑌= α𝑉=α

𝑎1
𝑎2

⋮
𝑎𝑛

=

α𝑎1
α𝑎2

⋮
α𝑎𝑛

• 𝑉= 

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎𝑛

=

𝑎1

0
⋮
0

+

0
𝑎2

⋮
0

+ ... + 

0
0
⋮

𝑎𝑛

= 𝑎1

1
0
⋮
0

+𝑎2

0
1
⋮
0

+ ... +𝑎𝑛

0
0
⋮
1

• Bir vektör baz vektörleri şeklinde genişletilebilir.



Baz Vektörleri

• Baz vektörleri:

•

1
0
⋮
0

, 

0
1
⋮
0

, ..., 

0
0
⋮
1

• V vektörü baz vektörleri cinsinden yazılabilir. Bir vektör bir katsayı ile çarpılırsa sonuç 
yine bir vektör olur. Bir vektör bir katsayı ile çarpıldığında vektörün tüm bileşenleri o 
katsayı ile çarpılır.

• 𝑉= 𝑎1

1
0
⋮
0

+𝑎2

0
1
⋮
0

+ ... + 𝑎𝑛

0
0
⋮
1
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Dirac (Bra-ket) Notation



Dirac Gösterimi (The Dirac Notation)

• Quantum hesaplama ile birlikte, kubit (qubit) kavramını ihtiyaç duyulan bir notasyon 

• Dirac tarafından geliştirilen bir gösterimle karşılanabilmektedir. 

• Bra-ket olarak da adlandırılır.

• Bra-ket gösterimi < | > şeklinde sembolize edilebilir. 

• Buradaki bra kısmı <| olurken ket kısmı |> olmuş olur. 

• Yani İngilizcedeki parantez anlamına yakın bir kelimeyi parçalara bölerek (aslında 
brackets kelimesi, İngilizcede parantez anlamına gelir).

• |ψ>, Ket gösterimi, vektörel bir gösterimdir. Diğer bir deyişle, |v> gösterimi aslında 
[v] şeklinde gösterilebilen bir kolon vektördür.  <ψ|, Bra gösterimi ise satır 
vektörüdür.

• Örneğin ket gösterimi için de bir vektörden bahsedilebilir. Benzer şekilde bra 
gösterimi için vektörün tersyüzü (transpoze) alınmıştır denilebilir.



Dirac Gösterimi (The Dirac Notation)

Mevcut durum ket, |ψ> ile gösterilir (ψ:psi): 

• Örneğin |ψ> gösterimi, parçacığın ψ momentumunda olduğunu ifade etmektedir. Daha farklı 
belirgin olarak |ψ=3> gösterimi, parçacığın 3 momentumuna sahip olduğunu veya parçacığın 3 
konumunda bulunduğunu ifade eder. 

• Bu anlamda, elimizdeki bilgileri gösteren ket kısmı, aslında başlangıç vektörü veya başlangıç 
durumu şeklinde de adlandırılır.

Beklenen Durum bra, <ψ| gösterilir: 

• <ψ| bra gösterimi ise ulaşmak istediğimiz hali, veya beklediğimiz durumu göstermeye yarar. 

• Örneğin <x=1.5| gösterimi bize, parçacığın, 1.5 konumunda bitmesini istediğimizi veya böyle bir 
beklentimiz olduğunu gösterir. 

• Örneğin <x=1.5 | x=3 > gösterimi, parçacığın 3 konumunda başlayarak 1.5 konumunda bitmesi 
anlamına gelir.

• Örneğin <x=1 | x=0 > gösterimi, parçacığın 0 konumunda başlayarak 1 konumunda bitmesi 
anlamına gelir.



Dirac Notation



Dirac Gösterimi (The Dirac Notation)

• |ψ>, ket gösterimi, mevcut durumun ψ vektörü olduğunu ifade eder.

• Kubitler için olası durumlardan iki tanesi 1 ve 0 olma durumudur ki bu 
durumda kubitler bizim bildiğimiz klasik bitler gibi davranır. Bu durumları 
göstermek için |0> veya |1> gösterimi kullanılabilir. Elbette unutulmaması 
gereken bir durum, kubitlerin, klasik bitlerden farklı değerler alabileceğidir. 
Örneğin kubitler, 0 ve 1 arasındaki herhangi bir doğrusal değeri alabilir.

• |ψ> = α|0> + β|1> gösterimde, ψ değeri, α değeri kadar 0 ve β değeri 
kadar 1’dir. Yani bu iki değer arasında bir yerde kabul edilen bir vektördür. 
Alfa ve beta değerleri, pozitif reel sayı, negatif reel, kompleks sayı olabilir. 

• Bu vektörün uzunluğunu birim vektör olarak kabul edersek, Pisagor 
bağlantısından |α|2 + |β|2 = 1 olmalıdır.



Dirac (Bra-ket) Notation

• Dirac tarafından Hilbert 
uzayında nesneleri temsil etmek
için sunulan gösterim.

• Bra – satır vektörü
• Ket – sütun vektörü
• Bra-kets – iç çarpanlar



Bra - Ket

Sütun vektör satır vektöre 
dönüşürken konjugesi alınır. 



Eşlenik (Conjugate)
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Basis of a Vector Space







• Quantum mekaniğinde ve dirac notasyonunda dalga 
vektörünün adı. Bu dalga vektörünün kompleks 
konjugesine ise bra denir. (bracket) kelimesinden 
türetilmişlerdir.

• Bütün ketler |>bir sütun vektör ile gösterilir.
• Sütun vektörünün kaç tane girdisi var ise  o vektörün 

boyutunu da gösterir.
• Bunlar bir ortonormal  vektör set oluştururlar.  

Ortonormal  vektör set: 
• 0 ile 0’ın iç çarpımı <0|0> =1
• 1 ile 1’in iç çarpımı <1|1> =1
• 0 ile 1’in iç çarpımı <0|1> =0
• 1 ile 0’ın iç çarpımı <1|0> =0

Ortonormal  vektör set

0 for 
              

1 for

                            

 

  

ij ij

i j
i j

i j
 


  





Matris



Matris
• Bir vektöre etki ettiğinde genel olarak başka bir vektör üreten sisteme matris denir.

• A=

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

• Bir matris vektörlerin toplamıdır. 𝑎𝑖𝑗 ile gösterilir. İ: satırı, j: ise sütunu gösterir.

• 𝐵 = 𝐴X

•

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑛

=

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

x1

x2

⋮
x𝑛



Matris

• 𝑏1=𝑎11x1+𝑎12x2+ ... + 𝑎1𝑛x𝑛

• 𝑏2=𝑎21x1+𝑎22x2+ ... + 𝑎2𝑛x𝑛

• 𝑏𝑛=𝑎𝑛1x1+𝑎𝑛2x2+ ... + 𝑎𝑛𝑛x𝑛

• 𝑏𝑖=σ𝑗=1
𝑛 𝑎𝑖𝑗 Burada i=1,2, ...,n; j=1,2,...,n. 



Birim Matris
• Birim matris bir matrise etki ettiği zaman o matrisin kendisi elde edilir. Birim matrisin 

tüm köşegen elemanlar 1 dir. Köşegen dışındaki elemanlaro 0 dır.

• 𝐼𝐴 = 𝐴

• 𝐼 =
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

• Bir vektör birim matris ile çarpıldığında vektörü değiştirmez.

•
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

x1

⋮
x𝑛

=

x1

⋮
x𝑛



Conjugate and Transpose of 
Matrix
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Eigenvalue - Eigenvector







Eigenvalues of matrices are used in analysis and synthesis
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Linear Operator



Burada, 
• A-Matrisi Quantum Lojik Kapıdır.
• x: Qubit fonksiyonudur. Ket olarak

gösterilir.
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Norms



Samoslu Pisagor ve onun ustası Miletuslu Thales (yaklaşık MÖ 640-546), antik Yunan kültüründe, 
matematiği tanıtan ve kuran entelektüel öncüler olmuştur. Pisagor teoremi: Bir dik üçgende bacaklar dik 
kenarların (a ve b) alanlarının toplamı, hipotenüs (c) üzerindeki karenin alanına eşittir.  c2=a2+b2



Norm: Çünkü quantum lojik kapısı olup 
olmadığını belirlemede çok önemli bir kriterdir. 
Quantum lojik kapısı olabilmesi için ifadenin 
normu 1’e eşit olmalıdır.



• L1 norm

• L2 norm

• Lp norm (for real numbers p ≥ 1)

Norms



Norms



Norms
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Inner Product

(Skaler Çarpım)
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Outer Product

(Vektörel Çarpma)
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Tensor Product



Tensörler

• Bir tensör, sahip olabilen bir sayı dizisidir.

• sıfır boyut ve skaler olur

• tek boyut ve vektör olur

• iki boyut ve bir matris olur

• veya daha fazla boyut.

Tensörler, vektör, skaler büyüklükler ve diğer tensörler arasındaki doğrusal ilişkileri tanımlayan geometrik 
nesnelerdir. Bu tür ilişkilerin temel örnekleri arasında nokta çarpım, çapraz çarpım ve doğrusal haritalar yer 
alıyor. Vektör ve skalerlerin kendileri de tensördür.
Tensör: bir uzay koordinatlarının fonksiyonları olan bir dizi bileşenleri ile temsil edilen, bir vektöre 
benzemesinden ziyade genel bir matematiksel analog nesne.
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Hermitian Operator















Usage Notes

• These slides were gathered from the presentations published on the internet. I would like to thank  
who prepared slides.

• Also, these slides are made publicly available on the web for anyone to use
• If you choose to use them, I ask that you alert me of any mistakes which were made and allow me the 

option of incorporating such changes (with an acknowledgment) in my set of slides.

Sincerely,
Dr. Cahit Karakuş
cahitkarakus@gmail.com




